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Resumen.- En este trabajo se presenta un cálculo analítico no lineal 
de-·las deformaciones y tensiones en piezas esbeltas sometidas a -
flexión~ Los resultados se comparan con' los obtenidos por un método 
matricial "paso a paso", en el .. que los efectos dCj!, segundo orden se 
tienen en cuenta apl;icando las cargas por etapas 1,' y actualizando la 
geometría en cada etapa. Por tiltimo, se comparan los resultados de 
ambos Détodos con los de un ~~todo matricial habitual, en una sola 
etapa, 
\' . \ 
APstract,~ Tnis pape~ presents an anal~tical non-linear method for 
the calculation of deformations ~d stresses in warped beams under 
flexion. Results are compared with those obtained through a matrix 
method where the second order effects are considered applying the 
loads step-by-step and updating the geometry in every step. In addi-
tion to that the results obtained through both methods are compared 
with those got by usual mat:r:ix one~step rnethods. 
l. I:NTRODUCC:I;ON 
El cá:lculo de estructul?~S por el l!lé. 
todo habitual de la matriz de 11lgidez r~ 
quiere que se cumplan hipótes;is geomé'"" -
tricas que aseguren el desa,coplam;iento 
de los esfuerzos e hipótesis de lineali7 
dad en·el comportamiento del material, 
En piezas esbeltas so~etida,s a flexión y 
comp;~:;e~ión combinadas, los· esfuerzos ax_! 
les y los de flexión están acoplados, y 
se oroduce el fen6meno de panqee, La 7' 
i-oestab;iliza,c;i.6n que ~ufre- la est;ructura 
po~ el efecto de los esfuerzos de c~ore 
si,ón puede· ·tenerse e.n cuenta empleando -
una matriz de· :r:igidez modificada, I.¡a, ne 
l~nealidad debida a la,s- grandes deforma~ 
c.;i,ones se il}Odel;iza cargando la, est:r:;uctu~ 
l!a por etapas, 
2~ CALCULO ~~L~TlCO 
Método de cálculo 
Fig. 2.1. Dimensiones geométricas, car-
gas aplicadas y sistema de re-
ferencia adoptado para el cál-
culo analítico de la deformada 
y los momentos flectores. 
La figura 2.1 muestra una pieza es-
belta, de forma troncocónica y perfecta-
mente empotrada, sometida a flexión y -
compresión, que modeliza un poste macizo 
para transmisión de electricidad con los 
efectos de viento y hielo acumulado en -
los conductores IPeyrot, 19821. 
La ecuación de campo (Ec. 2.1) se 
deduce en el Apéndice (Al). 
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( 2 .1) 
La ecuación 2.1 se puede reducir a la 
ecuación 2.4 teniendo en cuenta la simbo 
logía empleada (Ec. 2.2 y 2.3). 
El (x) = 
V 
e 
E 
64 
DB-DT 4 (-- x) 
L 
( 2. 2) 
( 2. 3) 
p 
(2.4) 
e 
Una primera integración de la ecua 
c1on 2.2 da la ecuación 2.5, en la que-
la constante de integración A puede ex-
presarse en función de las cargas y las 
características georn~tricas (Ec. 2.6 y 
2. 7) • 
d 
(x4 
d2y 2 dy p 
--) + k - -x + A (2.5) 
dx dx 2 dx e 
[-Q(x) + V _!_ (xt + L) d] p(xt+L) + AC 
dx (2.6) 
A H p 
~2 - xt (2.7) V V 
Análogamente, integrando la ecua-
c1on 2.5 se obtiene la ecuación 2.8, pu 
diendo expresarse la constante de inte= 
gración B en función de los parámetros 
del problema (Ec. 2.9 y 2.10). 
2 
4dy 2 p 2 H p 
X --+k y=- X + (- - - xt)x + B 
dx2 2c e e (2.8) 
[M(x) +Vy(x)J (xt) 
H p 
(- - xt) xt + B 
e 2C ( 2. 9) 
B M p xt 2 H 
k2 
+ 6. + - xt (2.10) 
V V 2 V 
La ecuación 2.11 es una ecuación 
diferencial de segundo orden, completa 
y con coeficientes variables. 2 ... 
x 4 d y + k 2; = _:.._ x 2 + Ax + B 
dx2 2C 
(2.11) 
La solución general de la ecuación 
hornog~nea (Ec. 2.12) se obtiene median-
te el cambio de variable dado en la ecua 
e ión 2 . 13 ( Ec • 2 .14 ) . 
2 
4 d yh 2 
X --- + k yh = 0 (2.12) 
dx2 
k 
X (2.13) 
t 
k k 
Yh (x) = c1 x sen + c2 x cos X X 
(2.14) 
Una solución particular de la ecua-
ción completa se obtiene corno suma de -
dos soluciones particulares, una corres-
pondiente a la ecuación 2.15 y otra a la 
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ecuación 2.17, por variación de constan-
tes a partir de la soluci6n general (Ec. 
2.14) de la ecuación hornog~nea (Ec. 2.16, 
2.18, 2.19 y 2.20). 
d2 
4 YPi 2 
X ----- + k y Ax + B (2.15) 
dx2 Pl 
4 
X 
A B 
k2 X + k2 
p 2 
X 
2C 
1 p [cr (;) x sen y (x) = 
p2 k 2C 
k ;] - SI(-)x cos 
X 
=r: 
cos u 
CI(x) du 
u 
SI(x) = J: sen u du 
u 
(2.16) 
(2.17) 
k 
X 
(2.18) 
(2.19) 
(2.20) 
La solución general de la ecuación 
completa (Ec. 2.4), por tanto es la si-
guiente[(Ec. ~-~1): k ] k 
y(x) = c1 + -- CI(-) x sen - + k 2C X X 
:_:.._SI(~)] x cos ~ + ~ + 
k 2C X X V 
H p xt 
+ 6. + (x - xt) + - xt (-- - x) (2.21) 
V V 2 
Las constantes de integración e y 
c2 y el valor de la flecha, 6., se eltrni-
nan imponiendo las condiciones de contor 
no (Ec. 2.22, 2.23 y 2.24). -
y(xt) = 6. 
y(xt + L) 
dy 
(xt + L) 
dx 
o 
o 
(2.22) 
(2.23) 
(2.24) 
Conocida la ecuación de la deforma-
da puede calcularse la ley de momentos 
flectores (Ec. 2.25). 
d 2 p 2 
M(x)= EI(x) ~ =- x + H(x-xt) + 
dx 2 2 
+pxt (~t - x) +M+ V ló.-y (x) 1 ( 2. 25) 
Asírnisrno puede obtenerse la ley de 
tensiones máximas de cornpresióri)1en la -
superficie del poste (Ec. 2.26), y la -
coordenada del punto con tensión de corn 
presión máxima a lo largo del poste, x; 
(Ec. 2. 2 7) . 
V M(x) .d (x) /2 4VL2 
o(x)= -- + 2 2 + A(x) I (x) 7T(DB-DT) X 
32L3 M(x) 
+ 3 3 (2.26) 7T(DB-DT) X 
do 
o (2.27) 
Programa de ordenador 
Para concretar en la práctica los 
resultados teóricos anteriores, se ha 
preparado el programa de ordenador "ANA 
POSTE", en el que son entradas los datos 
geométricos del poste modelizado (DB,DT, 
L) , el módulo de elasticidad (E) y las 
cargas (M,V,H,p), y salidas los despla-
zamientos horizontales y las leyes de -
momentos flectores y de tensiones 
máximas de compresión a lo largo del -
·poste, y la máxima tensión de compre-
sión, así corno la coordenada xm del pu~ 
to donde se produce. Para el calculo el 
poste se ha dividido en diez tramos. 
Las integrales indefinidas de la 
ley de. desplazamientos horizontales (.Ec. 
2.19 y 2.20) no pueden calcularse de for 
rna cerrada. Sus límites inferiores de in 
tegración pueden elegirse, ya que gene--
ran términos de la misma forma que la -
solución de la ecuación homogénea (Ec. 
2.14). Sustituyendo las funciones trigo 
nornétricas por sus desarrollos en serie 
de Taylor, se obtienen al integrar se-
ries alternantes convergentes, lo que 
permite acotar el error. 
Para calcular la tensión normal -
máxima hay que tener en cuenta que pue-
de producirse en alguno de los extremos 
del poste, o a lo largo de él, lo que se 
determina comparando los signos de la de 
rivada de la tensión máxima de compre- -
sión respecto a x en ambos extremos. Si 
el punto con la máxima tensión de compr~ 
sión se encuentra entre el extremo empo-
trado y el extremo libre del poste, su 
abscisa puede determinarse por el proce-
dimiento de iteración de Newton. 
A continuación se muestra el diagra 
rna N-S del programa "ANAPOSTE". El poste 
se ha dividido en 10 elementos, por lo 
que los cálculos se realizan en 11 sec-
ciones. 
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Dimensionamiento de matrices 
Diccionario 
Introducción de datos: DT,DB,L,E,M,V, 
H,p. 
Cálculo de xd, e, k. 
Para J=l 
hasta Cálculo de X(J) (coordenada x 
de la sección J) 
D (J) (diámetro de la 
sección J) 
CI (J) (integral CI (~) 
X 
en la sección J) 
SI (J) (integral SI(~) 
X 
en la sección J) 
J=ll 
Cálculo de las constantes c 1 , c2 Y ~ im 
poniendo las condiciones de contorno. 
Para J=l 
Cálculo de Y(J) (desplazamiento 
horizontal de la 
sección J) 
hasta M(J) (momento flector 
en la sección J) 
o (J) (tensión normal 
máx irna en la sec 
ción J) 
j= 11 
Cálculo de xmax y max (coordenada X de 
la sección con la máxima tensión normal 
de compresión máxima y valor de ésta). 
Impresión de resultados 
3. CALCULO MATRICIAL "PASO A PASO" 
Método de la matriz de rigidez modifica-
da 
La aplicación del método de elemen-
tos finitos al cálculo de deformaciones 
y esfuerzos en piezas esbeltas sometidas 
a flexión combinada con co:mpresión, per-
mite tener en cuenta la disminución de 
rigidez que sufre la estructura mediante 
el empleo de matrices de rigidez modifi-
cadas. 
consideremos la ecuación de campo 
correspondiente a la flexión en el plano 
xy de un elemento del poste considerado 
en el apartado 2., cuyo módulo de elasti 
cidad es E, sometido a una carga de corn= 
presión N (que define la dirección del 
eje local x) y a una carga repartida ho-
rizontal p en la dirección del eje lo-
cal y (Ec.Y3.1). El momento de inercia 
del elemento respecto al eje local z es 
I . 
z 2 2 
d d y 
dx2 (EIZ dx2) - N dx2 = Py (3.1) 
Si se admite comportamiento lineal 
del material, entonces si las funciones 
wl' w2'""" w son solución de la ecua-
Cl.Ón 3.1 tamBién lo es una combinación 
lineal de ellas (Ec. 3.2). 
n 
y = ¿ a. W· 
i=l l. l. 
(3.2) 
Sustituyendo la ecuación 3.2 en la 
3.1 y ponderándola a lo largo del ele-
mento con cada una de las funciones w. 
s~ o::i¡e~e~:ad:~:::::~):~3i ~i ~j] = ~ 
i=l 0 X 0 
J: ~i Py i 1,2, •.• n (3.3) 
Integrando por partes 
primera integral y una vez 
y definiendo k~., k9. y f. 
las ecuaciones1J3.4~J3.5 y 
tiene la ecuación 3.7, que 
matricial es la 3.8. 
dos veces la 
la segunda, 
como indican 
3.6, se oh-
en notación 
k'=!. 
l.] 
f. 
l. 
n 
¿ 
j=1 
(kn 
Jlo w'.' Er w'! l. z J 
= J: ~1 w! J 
= r ~i Py 
o .. 
n 
aj(kij -N kij> 
- N kg) a = f 
(3.4) 
(3.5) 
(3.6) 
fi' i=l,2, ..• n 
(3.7) 
(3.8) 
'\.¡ '\.¡ '\.¡ '\.¡ 
Si las funciones w1 , w2 , ..• W se definen dando un desplazamiento un~ta~ 
rio al elemento en la dirección positi-
va de uno·: ·de sus grados de libertad co-
rrespondientes a la ecuación de campo 
que estamos considerando, y manteniendo 
nulos los demás, entonces las matrices 
Y vectores de la ecuación 3.8 tienen -
los siguientes significados: 
- kn es la matriz de rigidez "nor-
riial" del elemento, que relaciona 
los desplazamientos con las car-
gas cuando no se produce inesta-
bilización de la estructura por 
esfuerzos acoplados. 
- kg es la matriz de rigidez "geo-
rttétrica" del elemento, que repre 
senta una disminución de la rigT 
dez de la estructura a causa de-
una geometría y una disposición 
de las cargas especiales. La ma-
triz de rigidez "efectiva" es la 
dada por la ecuación 3.9. 
(3.9) 
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- ~ es el vector de desplazamientos 
de los extremos del elemento en 
las direcciones de sus grados de 
libertad. 
- f es el vector de cargas del ele-
rilento. 
Para calcular los desplazamientos y 
los esfuerzos en piezas esbeltas someti-
das a flexión, considerando cargas apli-
cadas en tres dimensiones, por el método 
de los elementos finitos, hay que utili-
zar, además de la ecuación de campo 3.1, 
correspondiente a la flexión en el plano 
xy, la ecuación de campo de la flexión 
en el plano xz (Ec. 3.10), que es aná-
loga a la anterior, la ecuación de campo 
de la compresión en la dirección del eje 
x (Ec. 3.11) y la ecuación de la torsión 
alrededor del eje x (Ec. 3.12). 
d 2 d 2z d~z 
-2 (El -2) - N -2 
dx · Y dx dx 
(3.10) 
d du 
(EA-) px (3.11) 
dx dx 
d de 
(G I ~) o (3.12) 
dx x dx 
En las secciones 3.10, 3.11 y 3.12 
I es el momento de inercia del elemento r~specto al eje y local, p la carga re-
partida en la dirección dei eje z, A el 
área de la sección del elemento, G el -
módulo de elasticidad transversal, I el 
momento de inercia polar, y e el gifo 
alrededor del eje x. x 
En total hay 6 grados de libertad 
por nudo, 3 desplazamientos y 3 giros, 
lo que supone 12 grados de libertad por 
elemento. En la figura 3.1 están repre-
sentados los grados de libertad. 
Fig. 3.1. Sistema de referencia del ele-
mento y grados dé libertad. 
Razonando con la ecuación 3.10 de 
forma análoga que con la ecuación 3.1, 
se obtiene una expresión matricial simi-
lar a la 3.8, correspondiente a la -
flexión en el plano xz. Las ecuaciones 
3.11 y 3.12 dan lugar a matrices de ri-
gidez no modificadas. La superposición 
de los elementos de las distintas matri 
ces de rigidez obtenidas genera una ma= 
triz de rigidez elemental de 12xl2 tér-
minos, modificada por el efecto de aco-
plamiento del esfuerzo de compresi6n 
con las flexiones en los planos xy y xz. 
El procedimiento de cálculo una -
vez obtenida la matriz de rigidez modi-
ficada es el habitual. De la relación 
matricial elemental 3.8, en coordenadas 
locales, hay que obtener una relación 
matricial global, en coordenadas globa~ 
les (Ec. 3.13). 
(3.13) 
En la ecuación 3.13 ~e es la matriz 
de rigidez global efectiva, ~ el vector 
de desplazamientos de la estructura y ~ 
el vector de cargas. 
Para obtener los vectores A y { se 
van multiplicando los vectores ~lementa 
les a y f por las matrices de cambio de 
ejes~loc~les a globales correspondientes 
a cada elemento Ec. 3.14 y 3.15, y se -
.montan en los vectores globales. La ma-
triz Ke se obtiene montando las matriges 
de ri~idez elementales en globales, ~g' 
calculadas utilizando la relación de -
contragrediencia dada en la ecuación -
3.16. La matriz T se obtiene como indica 
la ecuación ·3.17~ en la que~ es lama-
triz de cambio de ejes globales a loca-
les. Esta matriz equivale a dos giros, 
uno alrededor del eje y otro alrededor 
del eje z, ya que, al tener los elemen-
tos simetría axial respecto al eje x, 
no es necesario un tercer giro. 
a 
'Vg 
f 
'Vg 
k e 
'Vg 
T 
"' 
TT a 
"' "' 
TT f. 
~ 
"' TT ke T 
"' "' "' 
¡-
R o 
"' 
'\.. 
~1--
o R 
~ '\.. 
o 
'\.. 
.... 
' -
o 
'\.. 
R o 
'\.. 
"' 
o R 
'V 
"' .. 
(3.14) 
(3.15) 
(3.16) 
El montaje de los vectores y matri-
ces elementales para dar los globales es 
muy simple, ya que se trata de una es-
tructura lineal. Por el mismo motivo el 
ancho de banda es 12 y no mayor, lo que 
facilita la resolución del sistema de -
ecuaciones. 
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La condensación de los grados de li 
bertad correspondientes al extremo empo= 
trado da lugar a un sistema de 6N ecua-
ciones lineales con 6N incógnitas, si N 
es el número de elementos, que son los 6 
desplazamientos por nudo. 
Una vez obtenidos los desplazamien-
tos, los esfuerzos se calculan como habi 
tualmente, multiplicando el vector de --
desplazamientos del elemento en locales 
por la matriz de rigidez elemental, tam-
bién en· locales. 
El conocimiento de los esfuerzos en 
locales permite hacer, en el sistema glo 
bal, un equilibrio de fuerzas nudo a nu= 
do. En los nudos no coaccionados este -
equilibrio indica la calidad de la reso-
lución. En los coaccionados, permite ob-
tener las reacciones. 
Método "paso a paso" 
El método de la matriz de rigidez 
modificada no es aplicable cuando se.pro 
ducen grandes deformaciones, pues enton= 
ces el efecto de la no linealidad deja 
de ser despreciable. El método de cál-
culo "paso a paso", en e1 cual la carga 
se aplica por etapas, intenta resolver 
los problemas derivados de las grandes 
deformaciones. Este método requieiie ac-
tualizar la geometría de la estructura 
y de las cargas en cada etapa. 
En el primer paso se parte de la es 
tructura sin deformar, a la que se apli= 
ca un incremento de la carga total. La 
matriz de rigidez de cada elemento en es 
ta etapa es la "normal", es decir, no se 
considera que en este paso inicial la es 
tructura haya perdido rigidez por el es= 
fuerzo axial de compresión. Se calculan 
de esta manera los desplazamientos y los 
esfuerzos. 
Con los desplazamientos se actuali-
za la geometría de la estructura y de -
las cargas, y a partir de los esfuerzos 
axiales de compresión de cada elemento 
se calculan sus matrices de rigide? modi 
ficadas, teniendo en cuenta la disminu--
ción de la rigidez. 
Los pasos se van sucediendo hasta 
que la suma de los incrementos de carga 
aplicados sea igual a la carga real. Los 
desplazamientos reales y las reacciones, 
así como los esfuerzos en los elementos, 
se calculan sumando los de todas las eta 
pas. La figura 3.2 representa la secuen= 
cia de etapas de este método. 
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carga repartida horizontal en la direc-
ción del eje Y debida al viento, dada -
~v por sus valores en los extremos del pos-
1 ~Hz te, PT y PB), y otros datos para el cál-bM~t~AT culo (número de elementos, N; número de 
~ AHy etapas, NP). 
i 2 
Fig. 3.2. El método de cálculo matricial 
"paso a paso". 
Programa de ordenador 
Para aplicar el método de cálculo 
matricial "paso a paso" a postes maci-
zos para líneas eléctricas, se preparó 
el programa "MATPOSTE" en el cual se ad 
miten cargas repartidas debidas al vieg 
to y al peso propio, y cargas concentr~ 
das en el extremo libre del poste caus~ 
das por el efecto del viento y de la -
acumulación del hielo sobre los conduc-
tores. La figura 3.3 muestra la modeli-
·zación del poste, con cargas en tres d! 
mensiones. El programa admite también 
secciones del poste huecas, de espesor 
constante. 
l. 
! ' 
1 
L \ 
\ 
' 
l 
, 
'1 
--e~ 
·.y~ 
-~ 
Fig. 3.3. Modelización del poste para el 
programa "MATPOSTE". 
Como entradas al programa están los 
datos geométricos (longitud del poste -
modelizado, L; diámetros exteriores, DB 
y DT; espesor, ESP), las características 
del material (módulo de elasticidad, E; 
módulo de rigidez, G; densidad, GAMMA), 
las cargas aplicadas (vertical concentr~ 
da en el extremo libre, V; horizontal -
concentrada en el extremo libre en la di 
rección del eje Y, H ; horizontal conceg 
trada en el extremo Ylibre en la direc-
ción del eje z, H ; momento flector con-
centrado en el ex~remo libre, M; momento 
torsor concentrado en el extremo libre; 
y 
Como resultados se obtienen, en ca-
da paso y globalmente, los desplazamien~ 
tos de los nudos, los esfuerzos en los -
elementos y las reacciones en el extremo 
empotrado. 
En la actualización de las cargas 
en cada etapa se tiene en cuenta que la 
carga repartida debida al viento se debe 
a su presión sobre la superficie proyec-
tada del poste en el plano perpendicular 
a él, por lo que la proyección longitudi 
nal al elemento no se considera. -
DiccionArio. 
Introducci&l de datos. Impreai&l. 
Dillensionaaiento de •trices. 
c.tlculo de coordenadas y giros iniciales de los nodos, di&-
metros· medios, lreas y JDOaentoa de inercia en las secciones 
.-ediaa de loa elementos e incrementos de cargas. Imprasi6n . 
Desde 1 
Desde 1 
c.tlculo 'de la longitud del eld111811to. 
c.tlculo de la •triz de cambio de globales a localots 
y su traspuesta para el eleaento. 
C'lculo de la mtriz de rigidez eleJDental en locales. 
hasta CAlculo de la mtriz de rigidez eleJDental en globalel 
Montaje en la mtriz de rigidez total. 
c.tlculo del vector de cargas eleaental .. n locales. 
C'lculo del vector de cargas ele~~ental en globales. 
Montaje en el v~tor de cargas total. 
nO..ro de el-ntoa. 
Reaoluci& del aiat- de ecuaciones. 
C&lculo de las coordenadas y giros en loa nudos. 
Impresi6n ,de loa desplazamientos. 
Desde 1 
c.Uculo del vector de deaplazaaientoa eleaental en 
globales. 
C'lculo de la longitud del ele-nto. 
hasta C'lculo de la -triz de callbio de globales a loca 
lea y su traspuesta para el elemento. 
C'lculo de la matriz de rigidez ele•ntal en glo-
hasta balea. 
C'lculo del vector de deaplazaaientoa eleMntal 
en locales. 
C&lculo del vector de esfuerzos ele~~ental en loca 
lea. 
Impres16n de loa esfuerzos. 
calculo del vector de esfuerzos elemental en glo-
balea. 
Montaje en el· vector de esfuerzos total. 
nllmero de elementos. 
Almcenamiento de las reacciones. 
Impreai6n de la coeprobaci& del equilibrio en los nudos. 
Impresi6n de las reacciones. 
Puesta a cero de •trices y vectores. 
nO.ero de pasos. 
c&lculo de las reacciones totales. 
lmpresi6n de las reacciones totales. 
lmpresi6n de loa desplazamientos totales. 
4. COMPARACION DE RESULTADOS 
Para comparar los métodos de cál-
culo aplicados a evaluar la influencia 
de los efectos de segundo orden ~n pie-
zas esbeltas sometidas a flexión descri 
tos en los apartados anteriores, se ha-
procesado un ejemplo con el programa -
"ANAPOSTE", que emplea el método analí-
tico, y con el programa "MATPOSTE", que 
utiliza el método de la matriz de rigi-
dez modificada con cálculo por etapas. 
Las deformaciones del poste y las leyes 
de momentos flectores obtenidos por es-
tos procedimientos se van .a comparar -
también con los obtenidos por el método 
matricial habitual, realizado en una so 
la etapa. 
El ejemplo procesado se trata de -
un poste macizo con las dimensiones geo 
métricas, características del material-
y cargas aplicadas dadas en las ecuacio 
nes 4.1 a 4.8 (ver figura 2.1). 
DT 0'2 m (4.1) 
DB 0'4 m ( 4. 2) 
L 10 m (4.3) 
E 120.000 kg/cm 2 (4.4) 
M 2000 rnkg (4.5) 
V 1500 kg ( 4. 6) 
H 1000 kg (4.7) 
p 10 kg/m (4.8) 
El desplazamiento horizontal máximo 
y el máximo momento flector (producido 
en el extremo empotrado del poste) obte-
nidos por el cálculo analítico son los 
dados en las ecuaciones 4.9 y 4.10. 
Ymax 
I-1 
max 
70 '1 cm 
13550 rnkg 
( 4. 9) 
(4.10) 
Las e.~uaciones 4.11 y 4.12 dan la 
flecha y el :q~.omento flector máximo obte 
nidos por el método matricial "paso a -
paso", en un cálculo en 10 etapas. 
Ymax 
Ivl 
max 
61'7 cm 
12170 rnkg 
(4.11) 
(4.12) 
Por el método matricial habitual, 
en una etapa, se han obtenido los si-
guientes valores del desplazamiento ho-
rizontal máximo y máximo momento flec-
tor (Ec. 4.13 y 4.14): 
Ymax 
Mmax 
63'7 cm 
12500 rnkg 
(4.13) 
(4.14) 
Los resultados anteriores se repr~ 
sentan en la figura 4.1. 
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Fig. 4.1. Desplazamientos horizontales y 
leyes de momentos flectores -
calculados por el método analí 
tico, el método matricial "pa= 
sp a paso" y el método matri-
cial en una etapa. 
Con el procedimiento matricial en 
varias etapas se obtienen valores infe-
riores de la flecha y el momento flector 
máximo que con el método matricial habi-
tual, debido a que en el primer caso se 
va actualizando etapa por etapa la geo-
metría de la estructura, y se considera 
que las cargas van siguiendo a la estruc 
tura deformada. Como el viento sólo ejer 
ce presión en la dirección normal del --
poste, al ir deformándose éste, su efec-
to va disminuyendo, lo que no se tiene 
en cuenta en el cálculo en una etapa. 
Por este motivo se observa que las defor 
maciones y los momentos flectores van --
disminuyendo etapa por etapa, por lo -
cual los valores totales son inferiores 
que los correspondientes al cálculo ma-
tricial en una etapa. Las diferencias -
son del 3'1 %para la flecha y del 2'6 % 
para el momento flector máximo, referi-
das a los valores obtenidos en varias -
etapas. 
La diferencia en las flechas entre 
el método analítico y el matricial en -
una etapa se debe a que este último no 
tiene en cuenta el acoplamiento de es-
fuerzos flectores y de compresión que 
se produce si hay grandes de.formaciones. 
Referida al resultado analítico, esta -
diferencia es del 9'1%. 
El momento flector en la base del 
poste se calcula en el método matricial 
imponiendo la condición de equilibrio 
de fuerzas en la posición indeformada 
de la estructura. En el método analí-
tico, por el contrario, se impone la -
condición de equilibrio en la posición 
deformada, de forma que el momento fle2_ 
tor en la base del poste incluye el pr~ 
ducido por la carga vertical de compre-
sión. Esto supone una diferencia del -
7'7%, referida al resultado del cálculo 
analítico. 
La diferencia entre la flecha cal-
culada analíticamente y la obtenida por 
el método matricial "paso a paso" puede 
explicarse teniendo en cuenta que el -
primer método considera que la disminu-
ción de rigidez de la estructura debida 
al efecto de la carga vertical se prod~ 
ce en la posición indeformada del poste, 
en tanto que en el método matricial por 
etapas la inestabilización va incremen-
tándose a medida que el poste se va de-
formando. Por este motivo son mayores -
los desplazamientos horizontales en el 
primer caso que en el segundo. La dife-
rencia,. referida al valor calculado ana 
líticamente, es del 12%. -
La diferencia en los momentos flec 
tores máximos se explica de manera sim:! 
lar que la observada entre los obtenidos 
por el método analítico y el matricial 
en una etapa, pero teniendo en cuenta 
que en este caso el cálculo matricial se 
realiza en varias etapas. El método ana-
lítico de ·la ley de momentos flectores 
en la estructura deformada, teniendo en 
cuenta, por tanto, el momento producido 
por la carga vertical. En el método ma-
tricial por etapas se obtienen en cada 
paso los momentos flectores imponiendo 
las condiciones de equilibrio de fuerzas 
en la situación indeformada de ese paso, 
y luego se suman para obtener los momen-
tos flectores totales. Referida al valor 
analítico la diferencia es del 10%. 
Hay que tener en cuenta que en el 
ejemplo procesado la flecha es superior 
al 4% de la altura, por lo que los efec-
tos no lineales son importantes. 
252 
5. REFERENCIAS 
l. ALARCON, E.; ALVAREZ, R. Y GOMEZ-
LERA, S. 
"Cálculo matricial de estructuras". 
Ed. Reverté. 
2. BAUTISTA, A. (1989). 
"Fiabil&dad estructural de elementos 
soporte esbeltos en voladizo". Pro-
yecto fin de carrera. E.T.S.I.I. Ma-
drid. 
3. CHAJES, A. (1974). 
"Principles of structural stability 
theory"_. 
Ed. Prentice-Hall. 
4. HORNE, M.R. AND MERCHANT, W. (1965). 
"The stability of frames". 
Ed. Pergamon Press. 
5. PEYROT, A.H.; CRISWELL, M.E.; FOLSE, 
M.D. AND AZNAVOUR, J.P. (1982). 
"Re·liabili ty analysis of wood trans-
mission peles". 
ASCE. Vol. 108, No. ST9. 
Al. APENDICE 
La ecuación de campo y las condicio 
. nes de contorno de la estructura r,epre--· 
sentada en la figura 2.1 pueden deducir-
se aplicando el principio de los despla-
zamientos virtuales (Ec. Al.l), donde 
(o*, ~*) es el sistema real de tensiones y~cargas y (~**, ~u**) una variación-
del sistema de alargamientos y desplaza-
mientos reales. 
1 o* n ~ J p* o ou** n ~ ~ (Al.l) 
En nuestro caso, los valores de ou 
y oE son los dados por las ecuaciones -
Al.3 y Al.S, obtenidos, respectivamente, 
de las Al.2 y Al.4 (ver figura Al.l). 
X. 
Fig. Al.l. Determinación del desplaza-
miento u producido por el gi-
ro de una sección del poste a 
una distancia z del eje neu-
tro. 
dy 
u - z- (Al. 2) 
dx 
d 
óu - z ( óy) (Al. 3) 
dx 
du d2y 
E - z 
dx 2 dx 
(Al. 4) 
d2 
ÓE 
- z 
dx 2 
(óy) (Al. 5) 
Si además se tiene en cuenta la po-
sibilidad de pandeo (Fig. Al.2), aparece 
un nuevo término a incluir en la ecua-
ción Al.2 (Ec. Al.6, Al.7 y Al.8). 
Fig. Al.2. Determinación del término de 
alargamiento (E) producido -
por el pandeo. 
·(dx) 2 + 2edx + e 2 = (dx) 2 + (dy) 2dx2 
dx 
(Al. 6) 
e 1 dy 2 
E (-) (Al. 7) 
dx 2 dx 
dy d 
OE (ay> (Al. 8) 
dx dx 
Sustituyendo las expresiones Al.3, 
Al.S y Al.8 en la ecuación Al.l (Ec. 
Al.9 y Al.lO) se obtiene la ecuación -
Al.ll, siendo p' y p' son las cargas vo-
lumétricas en l~s di~ecciones x e y, y 
p es la carga por unidad de longitud en 
la dirección'y. 
L ~· , ~·· 
·L dy d (óy) = JL M d22 (Oy) + dx dx 0 dx 
+ J> dy d (ay) (Al. 9) dx dx 
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J p* • .Su** d ( Oy) 1 + p' -z 
'V 'V X dx 
n n 
+Jo 
p' y óy J: p óy (Al.lO) 
¡: M d:22 (Oy) + J: N :: d: (Oy) 
J: p Oy (Al.ll) 
Integrando por partes dos veces la 
primera integral de la ecuación Al.ll y 
una vez la segunda se llega a la ecua-
ción Al.l2. 
JL [~2: -~ (N dy) - p] óy + 0 dx dx dx 
dy 
(--) 
dx 
dM 
dx 
dy JL 
ay + N - ay 
dx 0 
= o 
(Al.l2) 
La ecuación de campo y las condi-
ciones de contorno se obtienen imponien 
do la condición de que los dos sumandos 
de la ecuación Al.l2 sean nulos (Ec. 
Al.l3 y Al.l4). r [~2M d dy 
- p] Oy (N-) 
O dx2 dx dx 
O (Al.l3) 
[ dy dM 
d r Ma <-> - óy + N _!_ óy 
dx dx dx O 
O (Al.l4) 
Sustituyendo en la ecuación Al.l3 
la ley de comportamiento del material 
(Ec. Al.lS), se obtiene la ecuación de 
campo (Ec. Al.l6), para N constante. 
d2 
M = EI _':_Y (Al.lS) 
dx 2 
d2 d2y d2 y 
- (EI -)-N-
dx2 dx 2 dx2 
p (Al.l6) 
La ecuación Al.l4 da lugar a dos 
igualdades (Ec. Al.l7 y Al.l8). De-
ellas se obtienen las condiciones de 
contorno, que son de tipo geométrico 
(condiciones esenciales) y de tipo diná 
mico (cond~ciones naturales). En nues--
tro caso las tres condiciones de contor 
no a aplicar (Ec. Al.l9, Al.20 y Al.21) 
son de tipo geométrico. (Ver figura 2.1) 
[Mo d r (~) = o (Al.l7) 
dx 0 
[(N dy dM oyJ: -) o (Al.l8) 
dx dx 
y (xt) !:,. (Al.l9) 
y(xt + L) o (Al.20) 
dy 
(xt + L) o (Al. 21) 
dx 
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